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Clasa a IX-a

1. Se considera functia f: R—>R , f(x) = 2x —a, a €(0, ).
1) Demonstrati ca solutiile ecuatiei Hf (x)| — Za‘ =2a,a€e (0, oo) sunt 1n progresie aritmetica.
2) Demonstrati ca daca exista u si v diferite astfel Incat |f (u) —f (V)| <2, atunci |u - V| <l1.
3) Demonstrati ca daca M este o multime cu 3 elemente astfel incat M c [2010,2012] atunci

existd cel putin doud elemente x si y apartinind multimii M astfel incat |f (x)-f (y)| <2

Solutie:
—3a a Sa

1) ObINE SOIULIILE X| = — ) Xy = ) X3 S o eeiiiiieeie ettt e et e e eenaa e e e s eaa e e e s enaeeesenaaeeas 2

) Obg { 1= X=X = p
AVZS Ui (o3 . SR S R, NN T TR U TR TUU U RO OO Ip
2) Obine |f (u)—f(v)| 2 [2u=2v|< 2 [u= VST o 2p
3) Multimea avand 3 elemente intr-un interval de lungime 2 rezultd, conform principiului cutiei, ca
exista cel putin doud dintre ele intr-un interval de lungime 1 .........cccceeeiieciieiieniieieeeeee e Ip
Daci x, y sunt elementele anterioare atunci |X - y| e |f (X) —f (y)| S e Ip

2. Avem la dispozitie 2012 patrate 3x3, impartite fiecare in cite 9 ,,patratele” 1x1 prin drepte
paralele cu laturile patratului initial si notate Py, Py, ..., P2gia2. in fiecare dintre patratele initiale se
completeaza patratelele din colturi si apoi cel din centru, Incepand cu patratelul din colful
dreapta jos, 1n sens trigonometric, cu numerele naturale nenule distincte, in ordinea naturala (1,
2,3,..).

a) Ce numar se va afla in centrul patratului P3 ?
b) Cate numere naturale se vor utiliza pentru completarea celor 2012 patrate initiale ?
c) Care este pozitia pe care se va afla numarul 2012 ?

Solutie:

a) In orice patrat se afld 5 NUMETe diStNCLE ...........ov.oveivreeeeeeeeeeeeeeeeeeee e Ip
In centrul patratului P3 se va afla NUMATUL 15 .....oo.oviviviieeeeeeeeeeeeeeeeeeee e Ip
b) Fiecare patrat contindnd 5 numere naturale distincte vom folosi 2012 x 5 = 10060 numere ...... 2p
¢) Cu primele 2010 numere natural distincte completam 402 patrate .........ccceevveeveeeveecreecreenreennnn. 2p
Numarul 2012 se va gasi in P4o3 Tn coltul dreapta SUS  ....c.occeeevieciieeieeiiecre et Ip

3. a) in paralelogramul ABCD cunoastem ca ‘E + E‘ = ‘A—B - A—D‘ .

Demonstrati ca paralelogramul este un dreptunghi.

b

C s . . . . . a c
b) Demonstrati ca in orice triunghi are loc inegalitatea + + >6,unde a, b, ¢
p-a p-b p-c
reprezintd lungimile laturilor triunghiului iar p este semiperimetrul triunghiului.

Solutie:
a) Obtine ‘EJrE‘ =‘A—C‘, ‘D—B‘ =‘E—E‘ ................................................................................ 2p

Din relatia 4@‘ =|DB| deducem ci ABCD este dreptunghi (avand diagonalele congruente ) ....... 2p
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b) Notimx=p-a,y=p-b,z=p-csiobtinema=y+ 2z, b=X+ZSIC=XFY cccceserrerrrrrrrrrerrn. Ip
Aduce inegalitatea la forma e e O Ip
z y X
S 101 123 (< TSP Ip
4. O tabld dreptunghiulard este tdiatd, prin drepte paralele la
A, S .. . S S

laturi, In patru bucdti avand ariile S;, S, S3, S4 (vezi figura

alaturata).

a) Demonstrati ca S; - S3=S, - S4 S4 Ss

b) Cunoscand c¢i S, = 300cm?, S; = 180cm?’, S4 = 120cm?,

determinati suprafata initiala a tablei.
Solutie:
a)Notdm S, =a-x,S, =a-y,S; =y -b,S, =D X oo 2p
VErfICare S, S; =S, *S, oo 2p
D) OBENE S1 = 200 CIM® oo e s e eee e ee e e eee s e e eseeseseeesesseseeseeesesens 2p
Finalizare: Suprafata initiala va fi de 800 CIMI oot Ip

Noti: Orice rezolvare corecta se puncteaza echivalent.

MaST Networking, calitate in dezvoltarea competenielor cheie de matematica, stiinfe $i tehnologi

1$J Caliragi, ISJ Chj 1) lagi, ISJ Sibiu, 1S Mehein

}? S‘ i

NETAM CIKINGS



CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
""ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 20 aprilie 2012

Filiera tehnologica : profil tehnic

Clasa a X-a

1. a) Sa se demonstreze ca functia f : (O,oo) — R, f(x) = 5" +lgx este strict crescatoare pe (O,oo).

b) Comparati numerele a = J5 —lg2 sib= Is5- lg3.

Solutie:
a) Functia g : (0,oo) — R, g(X) = 5" este StriCt CrESCALOATE .....c.ecvereeriieeireiiereeeeereeeereee e eseseevenes Ip
Functia h : (0,00)—>R, h(x) = IgX este Strict CIESCALOATE .......eecveereiereeeieeieeeieete et e seeeeiee e eeens Ip
Functia f=g + h eSte SIriCt CIESCALOATE .....eeecvieeiieeieeiieiieeie et eteeteeete et eseeeseaesaeeesseesseessseenseenseens 2p
1 1
> 1 1 — 1 1
b)Avem:a=52+Ilg—=f| — | si D=5 +1g— =1 = | oo 2
) g (J $ g3 (3] p
Deoarece % > % , cum functia f este strict crescatoare, deducemcaa>b ......ccceevevieviiiceieinenen. Ip

2. Stefan vrea si citeascd o carte care are 381 de pagini. El isi propune s citeasca in prima zi un
numar intreg de pagini, apoi in fiecare zi, sd citeascd un numir de pagini egal cu dublul
numarului de pagini citite in ziua precedenta. Cate pagini a citit in prima zi §i In cate zile a
terminat de citit cartea, stiind ca a citit cel putin doua zile ?

Solutie:

Fie a numarul de pagini citite in prima zi, iar n numarul de zile in care va fi cititd cartea .............. Ip
Numirul de pagini citite in cele n zile va fia +2a+ 2%+ .. + 2" oo, 2p
Avem relatia a + 2a + 2% + ... +2"'a = a-(2™ 1), deci (2" 1) = 381 ooovomeeeeeeeeeeeeeee e, Ip
Deducem c8ae {1, 3, 127,381} oottt ettt ettt v e e b e e b et s raeeb e aaennnas Ip
Gasim solutiile:a=3 sin="7, respectiva =127 SIN =2 ....ccccecererrriierrreerreeerreerreesereesreeeseree e 2p

2 , unde z este un numar complex de
z

g)e48

3. Se considerd numarul a:(z+5+i— .

modul 1.

2
: 3 1. .3
a) Sa se demonstreze ca a = z+5+17 .

b) Determinati valoarea maxima a numarului a .
c¢) Determinati numarul complex z, pentru care a=4.

Solutie:
1 1 .3 zz 1 .3 1 3

A) AVEM: —+ ——1—— = — =1 = Z+ — F 1l it 2p
z 2 2 z 2 2 2 2
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- = 2
a= z+l+i£ . z+l+i£ :z+l+i£ ........................................................................... Ip
2 2 2 2 2 2
NE]
b) Deoarece z+2+17 <| |+2+1——1+1—2 deducem a<4......ccovvviieviiciieieeeeee e, Ip
2
c)Dacéz=x+iy,avem:x+%+i[y+€] =4, CUKXTF Y =1 e Ip
Giasim x+y\/§=2 ............................................................................................................................ Ip
Obtinem solutia z = 1 + iﬁ ............................................................................................................ Ip
2 2

4. Fie sumele urmatoare: S, = C;,, +2C;y, +2°Cjy, +..2"Clop si

S, =Cjy +2C,, +2°Cy +...27C1

100

a) Demonstrati ca (1 +2 ) =S, + \/ES2 .

b) Sa se demonstreze ca 0 <SS, \/_S < 21100 .

c) Calculati [1030( -28 )} unde [x] reprezinta partea intreagad a numarului x.
Solutie:
a) Se dezvoltad cu Binomul Tui NEWLON .......ccviiiiiiiiiiiciiiiic ettt e Ip

100
Deducem (1+\/§) =S5, +x/§S2 ..................................................................................................... Ip
100

B) AVem (1-32) =8, =V/28, o Ip

S, V28, =(1V2) " 5 0ttt Ip
sl—ﬁsz=(1—\/§)m=;\/_<i ...................................................................................... Ip

I A

Nota: Orice rezolvare corectd se puncteaza echivalent.
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ClasaaXla

. ) -2 1 2 0) . 7 10
1. Se considerd matricele A = , B= si C= .
1 -1 0 -3 -5 -8

a) Sa se verifice egalitatea C=A-B-A™.
b) Si se determine matricea B", unde neN".

¢) Si se determine matricea C", unde neN" .

Solutie: L

a) Calculeaza A™'~ (_1 _2J .......................................................................................................... Ip
Verificarea egalitatil C = A - B - A7 oot Ip
) Obtine COrect B2 B ..o Ip
Enuntat ipoteza inductivd B" = 2 0 B 1 1 ST Ip

0 (=3

Finalizat demonstratia prin metoda iINAUCKET ........cccveeeiieriieeiieiieieeeee et Ip
) ObHNE COTECt CF = A - B2 - A7 oot Ip
Demonstrarea completd a relatiei C"= A - B™ - A7 oo Ip

2. O unitate economica ce produce frigidere are costuri fixe anuale de 10000€ la care se adauga
cate 200 € pentru fiecare frigider produs. Pretul cu care fabricantul vinde un frigider este de
350€. Notam cu f(n) suma, in euro, cheltuitd pentru producerea a n frigidere si cu g(n) suma, in
euro, ce revine ca beneficiu fabricantului dupa ce vinde n frigidere.

a) Calculati f(100), f(200) si determinati formula pentru f(n).

b) Demonstrati ca g(60) < 0 , iar g(70) > 0 si interpretati rezultatele, din punct de vedere al
rentabilitatii activitatii.

c¢) Daca fabricantul si-a propus sa realizeze un profit anual de cel putin 30000€, ce numar de
frigidere ar trebui sa produca si sa comercializeze ?

Solutie:

a) f(lOO) =10000+100-200 = 30000€ ; f(200) =10000+200-200 = 50000€ .......ccververrereerenennne Ip
Obtine f (1) =10000+ 10200  ....ovuuiiiiiiiirieicieec s 2p
b) g(60) = 60 - 350 — f(60) = 21000 — 22000 = -1000 < 0

2(70) =70 - 350 — f(70) = 24500 — 24000 = 500 > 0 ...eooveriiriiriieieniieeseeene e Ip
Interpretare: La o productie de 60 de frigidere fabricantul merge in pierdere, pe cdnd la o
productie de 70 frigidere incepe sa fie rentabild ACtiVItATEA. .........c.cccovvevveeecireeeeieeeireeerireeeereeeeenes Ip
c¢) Este necesar ca (1) 2 30000 ........c.oocuieiieiieeieeiierie ettt sttt e s sseeeneeenns Ip
Finalizare n > 266 . Asadar producand (si vanzand) cel putin 267 frigidere, poate obtine profitul
OTTE oottt e et e b e e st e et e et e e taeesb e e beesseeesseessaesseeasseesseenseeasbeesseenseenseeseennseenneas Ip

3. Notim cu M mulfimea matricelor de ordinul al treilea care au toate elementele numere naturale,
pe diagonala secundara au mereu numdrul 1, iar suma elementelor de pe oricare linie sau
coloana este 2012.
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a) Dati exemplu de o matrice din multimea M .

b) Care este numarul elementelor mul{imii M ? Justificati raspunsul.

¢) Stabiliti daca existd matrice inversabile Tn multimea 9, care sa aiba inversa tot in mulfimea
M.

Solutie:
2011 0 1
a) De exemplu A=| 0 1 2011 |, sau orice alt exemplu COrect .........cceevvveercreervieeenreennns 2p
1 2011 O

X 2011-x 1
b)Forma generali a matricelor este B=| 2011—x 1 X ,unde x €{0,1,...,2011}

1 X 2011-x
........................................................................................................................................................... 2p
Numarul elementelor multimii este 2012 (corespunzator fleCarti X) .......ccveeeveerverveecieereereeeeeeneen. Ip
NOTA!: Precizarea raspunsului, fird nici 0 argUmentare ..............cccocevueveevreererereeesessereeneesesennan. Ip
¢) Daci ar exista o matrice A in multimea % astfel incat A si fie tot in %, am avea:

A A=A A" =15 Deaicisi det(A) - det(A™) = 1 (5) corveerreerrrrreiereeiseeeesesessssessseesesseneees Ip
fnsd det(A) si det(A™) sunt numere intregi pare astfel ci relatia (*) este imposibila, iar raspunsul
ESEE TIEZALIV 11vvietieeiiietieitieeete et e teeetteesbe e bt e st eesseesseessseasseasseesseessseasseessaessseasseasseesseesssensseenseesseenseennns Ip

4. Se considera functia f: R>R, f(x)=(x -1)-¢e™.
1
a) Calculati lxliré(_f (x))X
b) Determinati numarul tangentelor la graficul functiei care trec prin originea sistemului de axe.
¢) Determinati neN" astfel incat ™ (0)<3.

Solutie:
1 1
. T R S B
a) Ei%(‘f(x)) _}}L%(l S A 2p
b) Scrie ecuatia tangentei la grafic in punctul de abscisa X, t: y — f(X0) = f'(X0)(X — X0) ververrvervennee Ip
Pentru ca originea sa apartina tangentei e necesar ca f(Xg) = f'(X0) © X0 -eerreerreerrerneenrierseeseeneennen Ip
Deduce ci xo verifica relatia x; —x, —1=0, deci doud tangente verificd cerinfa .............cocveueev. 1p
) ObENE T™(0) = (1) (A1) crrreeeeeeeeee e eeeee e eee e s s s s e ee s ees e ee s seseeeee 1p
Relatia (“)(O) < 3 conduce la solutia n poate fi orice nuMAr par sau 1 ........ccceeevvevvevieeieesreenneennn Ip

Nota: Orice rezolvare corecta se puncteaza echivalent.
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Clasa a XII-a

1. Douai lentile avand distantele focale f), respectiv f, sunt situate la distanta d > 0 una fatd de
cealalta. In aceasta situatie distanta focala f a sistemului este data de legea de compozitie:

fofof, =1l
PP 4f,—d

Considerand legea de compozitie definita pe multimea G = (0, ), se cere:

a) Demonstrati ca legea este asociativa .
b) Cercetati daca legea admite element neutru .

¢) Calculati g o ﬂ o ﬂ odo(2d)o(4d)o(8d).
8 4 2
Solutie:

a) Obtine (f, of,)of, = fi-5 4 OO ORRRRRN lp
f£f, +£f, +6,f, —d(f, +f, +f,)+d
Obtine f,o(f,of;)= URRFIRE s Ip
ff, +ff, +£,f, —d(f +f, +f;)+d
o) N e e) 4P T ) (T - RS Ip
Din relatia foe=f = . fre 1 =f < " —df =0, deci nu exista element neutru ...........cccceenee.e Ip
+e—
c) Obtine gc>gogodo(2d)o(4d)o(8d) S e 3p
8 4 2
2. Se considerd I(a) = J‘ﬁdx undeaeR.
X —a|+
a) Sa se calculeze I(1) ;
b) Sa se demonstreze ca I(2) = 2In2 ;
c¢) Calculati limI(a).
Solutie:
3
a) Obtine I(1) = j L R 1p
X
12
. 1 31 2 3
b) Obine 1(2) = [——dx+ [ ——dx =—In|x =3[} +In[x=1|[} =2I02 coooorirrrrrr 2p
1 3-x 2x—1
a) Daca a—oo atunci a > 3, iar pentru X €[1,3] VOM avea X <@ .occeeveeeieeiieenieeieeeeeee e Ip
3
Atuncil(a)zj.;dx=—1n|x—a—1|‘13=ln( a j ............................................................... 2p
a—x+1 a—-2
limI(a)zlimln( a j:lnlzo ................................................................................................... Ip
a—® a—® a—2
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3. Se considerd matricea A = avand elementele din inelul (Z7, +, -) si mulfimea

O> O> U
S> N> O
—_> O O

CA)={XeM(Z;)|A- X=X A}

a) Determinati n - minim cu proprietatea A" =15 .
b) Determinati forma matricelor din multimea C(A).

¢) Cate matrice din C(A) au determinantul egal cu 0°?

Solutie:
5 60) [0
Q) Obtine A2=| 0 4 0[,AT=| 0 1 0] oo Ip
A 6 A 6 5
PEntru N = 6 VOIM AVEA A" = L3 ettt ettt e e e e e e e et e e e e e e e eeaeeeeaeas Ip
a b c
b)Pentru X =|d e £ afla A -XSIX A it sre e sree e stve e estae e saveeens Ip
g h i
a 00
Obtine X de forma X = 6 e 6 ............................................................................................... 2p
00 i
a 00
c¢)Daca X = 6 e 6 atuncidet(X)=a-e-1i
00 i
Pentrua = 6 vom avea 49 posibilitati de alegere a Matricei ..........ccoeeereeecieriercieeiierieeie e Ip
Pentru e = 6 vom avea 42 posibilitati de alegere a matricei (fara a= 6 )
Pentrui= 6 vom avea 36 posibilitati de alegere a matricei (faraa=¢ = 6 )
Finalizare: 127 matrice vor avea determinantul egal cu 6 ............................................................. Ip

4. Se considera functia f:(0,3) > R, f(x) = arcsin ( 2X3_ 3) + 2arctg( 37X ]
X
a) Sa se determine f'(x).

b) Sa se determine acea primitiva F a functiei f pentru care F(l) = 3—“
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Solutie:

, 2 1 1 -3 X
a)f == +2- . . 0 e
) —-X (2){2) 3-x

3 X

b) Din punctul a) rezulta ca f(x) este constantd pentru orice x € ( 3) ..................................

T

0,
Deoarece li{r(} f(x) = arcsin(—1) + 2arctg(w) = 5 ,deduce ca f(x) =g

. T . e T
O primitiva va fi F(x) = 3 X +k ,iar primitiva cautata va fi F(x) = 3 XA T e

Nota: Orice rezolvare corecta se puncteaza echivalent.

MaST Networking, calitate in dezvoltarea competenielor cheie de matematica, stiinfe $i tehnologi
I9J Calléragi, ISJ Cluj, ISJ la, ISJ Sibiu, ISJ Mehedinti

...... 2p




